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particular,
�/	��W������! !�����/�/��� ���G#%"&�3%�/���'�F"&��% !��"&�%�U���7�� !6��/���!6;�_���9��"&���/��������=�b�	Q���D����'�/"&������HR���":�7����R��� !"&���Q6��

with
�!"&��R'�/�� 9�������!6��������'�����/�/�����������������>�P$��� ?K	Q����	.�/	'"&�%�`�� !6;�/���!6������9��"&���/�/������?E��"&��"&��% !�;"&�3 ����"�����	

gradient
������! !�����/�������:�����
�e !6��/���!6��E������%��	����9�/	��
�/	'"&�%�U����e�9�������'��3%���������(�/�����>�:=

��jAu ��u�	 �8u��2r �Aocm��
���8m>s(r�� � �8s��.s(m>s �Su �
� � � ��) � � ��� �����

Rather
�/	����D�!6��%������#��%���	D���'�! !�X�9�����Q�X���'�������� !�'����#%"V��3!PQ���%�>�3����D�/	��F���Q���#!��"A�9��":���F���������I�Ca�P �xP ��A��8��"03%���������

values,
�/	��
�;�'�! !�]�9���;�'�]�����!6��%��3D���Q�����U�������!6���������69#%":��3D��9����6�6/�2?E�>�

1.
� N9�? �/	��
���'�! !�]�9�����'���Ca�P �xP ��x���8�

%�&�'���(�&48���&������ 2������������=� 2�����������������,+
8�3 � 2���������� � 
� 2���������������;3 � 2���8�������8������8��

bA	'���h��N9�? �/"0����������":�����/������6��������":6����>�%��6���h������ !�9�/	��U��"V��#%����P8��6�����#H�/	��
a�}Z�2}9�U��a'����P��Q":����#%�;��#H�/	��
�9�����'�
�&)%Pt)%Pt)%�x���E�/	��
�9�����Q���:~!P ~!Pf~!�V=

2. � �>�
�/	��
�;�'���#!��"$�%�2��"&3%��������������e�/	��U�(N9�%?M�3D���9���
����3!������":�������U�U�( !":"0�� !��3%����#H !�'�;�
�� !���U?J	��8�>�U���":����"R���":����a�?J���/	�6��8?E��(����8��"03%���������
R���6� 9��9���>�
���������!���������;3 �;'"##�0*� 2�������'"##�0*�$��������'"##�0*�%�����4�

This
�%��":����"X�9�����'������e���U����'R���":���3H���%��ND���E�/	��U��":��#%�;����6! !���(N9�?E�3D��8��"&3%�;�������U���x�������TR'�/��
%�&�'���(�& 6 (�8���&��������������!������������=���������������,+

�� Z¡ �



8�� 3 ���������!���������� �#
�������������;3 �����8���������8��������8����

�U6��������������3!��"X�/	��U��":��#%�;����69��8��"&3%�����������"&��6/���/��R��
���^�/	��
 !���(N9�?E�3H�����#!�U���]�/	��U�� !���U���":����"0�
� 6 � � ���*�;3 � 2!�������!����� ����,�

3.
Y�����3H�/	��U�(�;���!6���a��%���Q�������'�;��#H�/	��
�9�����'��=�yM��6����/�;R��
�����f��P ��P N9�:P��/	��U�(N9�?E�3H�����%#!�U���]"&��6/���/��R��
�9�����Q�
�f 9P R�P ?M�
?J��6�6!6����
�;�������U���]�/	��U�(��a��������!6��/���>�

<,���������������=���������������=���������������=������������� @
<,���������������=���������������=���������������=������������� @
<,���������������=���������������=���������������=������������� @
<,���������������=���������������=���������������=������������� @
�4���������������=���������������=���������������=������������� @
<,���������������=���������������=���������������=������������� @

%I���	����]�/	�����U�(�����!6;�����h�%�������U3!���/�����3D��
������"&3!��"&�3H�/"&��R���"&����6!�*P �MPf|��/"&���TR���"V����a��01!P 1!P 1!�x���ER���":����a
�&)%Pt)%Pt)%�X�����
 !�Q������ !���
���e�/	��U�(N9�%?M�3D���9���P8?K	���"&���\�*P �MP |��X���h�>�����
�9��"V�� !�����/�����������
�&)%P 1!P 1!�:P �01!Pt)%P 1!�:P �01!P 1!PV)%���&=�YX��"$��a������!6��%P��/	��
6���(���������!6���a�������R��U��������U3!���/�;���3D��h�����P �2P ae�/"&��R���"&�>��6/P
�(�;����
�����9�/��"&�(�]�/"&�����(�;�/�����e�{}��01!P 1!Pt)%�:P������h�>�%�����3H�/"&���������/����� ��}g�01!Pt)%P 1!�:P8����3H�����9�/	'��"&3H�/"&�����(�;�/������| }
�01!P 1!Pt)%�:=

Which
�������!6���a�����'�����;���
�/	��H���Q�! !�X�9���;�'�A���I3!������":�������3D�Q�D�/	��H"&��6����/��R��F���#%�'���/ 93!�%�U���X 9P R�����3g?E=ZY\��"

example,
���$?���R�����3eR	�� 9P �/	����<�/	��H�/��"&���X�/"&�����(���/������?J��6�6����U�;���/	��e�*3%�;��������������P]�>�G��}��01!P 1!Pt)%�:P]����3

the
�>�%�����3e�/"&�����(���/�����g?K�;6�62���K�;�*�/	��F��3%����������������P��>� � }W� 1!PV)%P 1!�:=c[:���/	Q���K���>�%PQ�/	��J�9���;�'�S6;����K?K�;�/	'���D�/	��

simplex
?J	��8�>�
�/"0��R���"0�>��69��"&3!��"X���
�P �xP a�=

The
���� !"$�( !":"&�� !��3%�;��#HR���"V�/�����h���]�/	��U�������!6���a���������2?_���U3!���/�����3D��>�
<,���������������=��������������� 6 (�8���&�����
*���=��������������� 6 (�8���&�����
���)*���=��������������� 6 (�8���&�����
���)����� @

Spherical � �A�(0��$)

If
�/	��
�;�'�! !�S�9�����Q�9�/���9�2�����/�������3D�C 9P R�Pf?E�x�/"&�����M#%�;R������������!6���a�R���"V����a�P��/	����e�/	��U����'�/":�;�' !�/�������/"&���T�/	����]R���":����a

to
�/	��
�/������6!"&��( !6;�
?J��6�6!���U#%��R������'�2�

/ 3,����# �=� 6 2 � � 2 ��� 2)
if / �4�

then
>*� / 4 � else

�

bA	��
���%? �����/	��23D��������
���e�!6��������Q���3D��h�U���������]�!���9��6;�����3H	���"&3!?E��"&�
6��8#%���U#!�������P��;���U?M���M�/	�����?M�� !6�3H���
R���":�����/"&����#%	Q�/����"0?M��"03U���<3!��(�/#%�� 9�(����#D����Y�� � �*P2#%��R������/	��
"&������"&������
���e�!6��������Q�����/����������6��2?E=

Any
�����!6/�������Q�����/����� ����3!�<���.��	��2�8�>�7�/	��7�' !������"����D�'���������g��%�� !"&���� 3!�%�(��"&�%31����"������/	O���'�! !�g����34����"

output.
b�	Q���D��	�����������I�Q����B:3!���!�/	 ?J��6�6XR���":�W�/	��e�' !������"����I	���"&3!?E��"&��#!�����%�U"0��% !��"&�3!P9�' !�M3!�2�%�U�����K��� ���Q�

significant
?E���M���23%���/�E�/	��
 !��3!��":6�������#H�����	'�Q���% 9�=

In
�e�!�;�9��6������3����e�!6��������Q�����/������P����K���FR���":�_���/"&����#%	Q�/����"&?E��"&3������������Q�������_�e	Q��#%	W�9��":����":��������e"&��6����/��R��e�����/	��

number
���h	���"&3!?M��"&��#!������J 9�>�3*���W�/	��^�����!6��������'�����/������Px�'���!���9��6��;�'����#<�/	��e���Q�! !��=xb�	Q���E#% 9��"&���Q�����F�/	����h�/	��

circuitry
?K	Q����	��;���!6��������'���h��%��	�3%���/����"0���'�]�9��":�����]�/	��
�����/	��23H���
��6�?E���2����������/��R��
 9���=

�� Z¡ �



The
	���"03!?M��"0������"&�� !���/":�D�/	����A�����!6/�������Q���A�/	��H���?.�����/	��83g�%��������N9�U 9�������H���W���/�/�����/���'�/6��<�!���9��6��;���3e�9��"0��6�6���6

implementation,
�������6�6��8?M���

1.
� �( !�9��"VR'������":�E�!"&�8�����h��"$3%"V��R���"X�/�;6�6��h������":"&����?J���/	��U�>�%�% 9������U�����Ca�P �2P ��x�/ !�!6���9���E���U��R���6� 9�����3 �

2.
���������
�������QR���N9�3H�'�E�!���9��6��;�'����#U�/	���>�
�;�'�! !�]R���6; 9������Q�����U�>�%���/���������]6��8#%���U���;"&�� !���/":�E�/	����9�;���!6��������'������� �

3.
bA	��
"&��� !6��/����#*����% 9������P8���]���������U3!��":��R����/��R���� R���6� 9�
�/ !�!6���
�C�

x,fy,fz
P ���:P������!6���%�3H���'���<������ !�/�! !�
��":"&��� �

4.
bA	��U�( !�9��":R'������"V��3%":�;R���"X"&�%�3!�h�� !�9�/	Q���h��"V"&�������]"&��� !6����>P8����3U����R���h�������E�/	��
����aQ�
���9��"&���/������?K���/	Q�����/	��
��6�#!��":���/	Q�����U����% 9�����%�U���]����aQ�/ !"&�U�(���'�/	���(�/�>=

It
���U�(�/"0����#%	'�/����"&?E��"&3G���`#!������"0��6�����H�/	Q���U���!�!"&�8���	����<	Q��#%	���"e3%�;���������������>= [:����3%���������(��������PS�H	'���9��"&�� !���D����

be
3!�������9�8�>�3e�;�'���e� � �������!6��/���>Px?K	���"&�E����	g�(�;���!6���ag���":"&����9����3!�L�������g��"&3!��":����#<�����/	��E�3!#!�J�/"&��R���"&�>��6 ���

the
	'���9��"0�� !���J�/"&��� �����L6��8?E��"�R���":����ag�01!P 1!P = = = 1!�9���e�����L !�!�9��"�R���":����ag�&)%Pt)%P = = =V)%�V=QY\��"H��a������!6��%P�?K	�������}�&9Pc�/	���"&�

are
~�&��� 9��	D�/"&��R���"&�>��6L��"&3!��":�;��#!�>=cbH��3!������":�������M?J	'����	7�������!6���a7�� !":"&�� !��3!�L�/	��J���Q�! !�S�9�����'��P������
�e 9�(�J����"V�S�/	��

coordinates
�����/	��M3%���/����"&�����%�
R��������"$�C 

1,...un)
�/"&���T�/	��
6��8?E��"XR���"V����a����9�/	��U�( !":"0�� !��3%����#D�(N9�%?M�3H	Q�c�9��"&�� !���

to
�/	��
���'�! !�]�9�����'��=

For
�D#%��R�������PZ�/	���w0�(N9�? ���������"&w
�$�(	��� !6�3e���D�>���X���G�$}��C� � )%� ½,

���D�/	����X�/	��F�9�����Q�H�&)%Pt)%P = = =V)%�9���A�/"&�����(����":���%3
to
�/	��4�9�����'���f��P ��P = = = ���:=H[:���3!3%�;�/������PE�/	�����a��%����"&�3%�� 9�4����3T�����!6����/ 93!� �����/	��4	'���9��"0�(�!	���"&�B:��	����9�3ON9��":����6

centered
���$����	W�(�����!6/��a�R���":����a<����3e���*���F�/ !���3��>����A���G�!"&�83% 9��F�/	��F������SRQ���( 9��6x"&��( !6;���A����"^����	W��	�������

of
��=

Previous
�����!6��������'�����/�������`���������/�>�PD�(�;������/	���� ?E��"&� 3!���/�����3T��� � �� !�'�/��#%":��3!PF"0��% !��"&�3T� �( 9�%���>����R��

doubling
�����/	��7�' !������"�����#%":�/31�9�����Q���D�/	����D����3����1���7R'���������3!P
����"���%��	�������"&�������'����� �/	��7�Q !������" ���

dimensions
��=QbA	��E����e�! !�����/��������69������!6���a'���/�2PQ���D����"V���K����R��������"$���9��"&���/��������PQ"&��% !�;"&�3E������R���6� 9�����K�����/�>�
���

n
3%�����������������W?E��<�/	���"&������"&� � �V~ n ).

� ������7�/	'�/�<���W��aQ�9�������'�/�/��6U�����/	��7�' !������"����g3%�����������������>PJ�������*�����
practical

�����2����3*�
���%?�3%���������(�/�����>=

In
����'�/"&�%�(��PQ�/	��K���?O�����!6��������'�����/�����gP8�(������J���S���K3!���/�;���3<�����E�(�;���!6������/��6L#%"V��3!PQ"&��% !�;"&��K���Q6������e������"0�������Q�S���

the
�Q !������"*���M#%":��3��9�����'���$�/	����K���%�3����eR'�/�(�����3!P�����"*����	W�;����"&�������'�K���7�/	��e�' !�e����"*���M3%���������(�������F��=]bA	��

computationational
������!6���a'���/�2P@��� ����":������� R��������" ���9��"&���/�������>P@"0��% !��"&�3 ��� ��R���6� 9����� �/	������?

implementation
���S�������>�J���D�g3%���������(�������L���L�/	���"&������"&� � �C���:= � �����%�K�/	Q���L���K���Q6����9��6�������������68�����/	��K�Q !������" ���

dimensions,
���]�����!"&����/�����69��R���������"X	'��#%	���"$3%���������(�/�����>=

To
����e�! !���e�/	���������! !�����/��������6$����e�!6���a'�;�/�g���`����"V�������e��":���/	'�����/�������9��"&���/��������P]�����/	 ���K�/	���������R��e�/��#% !"&��

need
�������^�� !6��/���!6��/�3<�'� � �C���:PX�(������E�/	��E6�����#%�/	����^�%���	�����Q�/":���Q !�/����#GR��������"����9��"0���/������PX����3<�/	���"0������"0�E�/	��

computational
�%�2�������*����	1R��������"g���9��"0���/������PL���e��P\������"&��������#76��;�����"V6�� ?J���/	1�/	����Q !������"�����3%���������(��������=

Therefore
�/	��<����e�! !�����/��������6�������!6���aQ���/�����h�!"&��RQ���� 9�
�������>�^�����!6��������'�����/�/�����K������3%���������(�������
��� � �C�5~ n),

whereas
�/	��U�%�����! !�����/��������69������!6���aQ���/�����]�/	��
���? �������>�
���e�!6��������Q�����/������P�������3%�;������������������� � �C� 2).

The
���e�9��":�����'�*�������6; 9�(��������������3%"&�?J���/"&��� �/	Q����������6��2�(�/�E���H�/	����U�/	'���^���?{���e�!6��������Q�����/����� ���I�����/�>�PL���

contrast
���@�!"&��RQ���� 9�7�;���!6��������'�����/��������PE�����!"&����/�/���6D������R����T	'��#%	�3%�;����������������6g�(�9�%���>P^����%�� 9�>�5�������1�

computation
���*���'6;�

polynomial
�%�����!6/��a'���/�2P������*���

exponential
������!6���aQ���/�2=�Y\��"���a������!6��%PX�/	��g�%�2��� ���

computing
�������>����� )�1�3%�����������������< 9�(�;��#4�!"&��R'���� 9�<�����!6/�������Q�����/�������G���W���!�!"&��a'�;��������6�� � �&)�1��.~ 10 )

}

�� Z¡�,



O(10240),
?J	���"0���L�/	����%�2���S 9�(�;��#E�/	��K���?O�����!6/�������Q�����/�����*�/�$���!�!"&��aQ����������6�� � �&)�1 �W)�1!��} � �&)�1�1!�:=c[:�D�/	'���

case,
�D������! !�����/��������6h�3%R����'���#!�^���������"G���D)�1�1<�/�M3!���������(�/"&�����%3!=x� "&������"&����������R��^�����!6��������'�����/�/�������h�/	��

new
���������U��6�#!��":���/	Q�T���h#%��R���������6��2?EP������U�!�9����3%��a �M=
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